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ركة الإعص ن الاساسية ل ة القوان ار

لثانيةوالكهربائية اكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم القوى الميكانيكية

ندس الدكتور الم

شقير سعيد 
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 مقدمة
ولان وم ا مف
ة الإعصار نبو خط الاعصار و
 ولان ن ا والدورانالعلاقة ب
ولان مع الزمن قانون طومسون عن ثبات ا
 ة ركة الإعصار س ل ول لم ن  قوان
 رضة -بيوقانون ساب حقل السرعة ا سافار 
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 نا ع حركة السوائل المثالية اك( سنقتصر  عت ح) عديمة الاحت ان و ر قل ا

شعاع السرعة  ظة  ل  ل نقطة منه و  وانه يحقق ,  Vالمستمر محددا  

عض  ناء  لو من الدوران باست ال  Singular pointsالنقاط الشاذة شرط ا

ا  ون ف 𝑟𝑜𝑡 𝑽ي ≠ 0  .

 ان عإن ا حقول جر مية عملية عندما تنضم ال ذه أ ان  ر , اديةلمثل حقول ا

ذا الأساس طرق حديثة ت ع  قة النقاط الشاذةمثل , حيث بن اب س, طر

ان المولدة لقوة الرفع  ر Liftأجسام ا

ولان  وم ا "منح مفتوح"مف
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ة ركة الاعصار يا م, من أجل الدراسة التفصيلية ل س ة  ان منطقة كب ن حقل ولإعطاء حكم عام فيما إذا 

ان تقوم بحركة دورانية أم لا  ر وم , ا ن بمف ولان ستع ,   Circulationا

  ديث انيك السوائل ا ا مي ستخدم يم ال  ت أنه من أخصب المفا .  ث

 ف لتوضيحه :يفضل ان نبدا ببعض التعار

ط السائ أو السطح السائ ل باستمرار من نفس: ا ش ئات  بأنه المنح أو السطح الذي ي ز ا

له, السائلية ن تحرك أو غ ش .ح و

 عرف طي و امل ا ٍ  )Λ)Lambdaالت ن  Kع طول منح ن نقطت ان"بأنه : , Bو  Aيصل ب ر " ا
امل جداء مركبة السرعة المماسية ع , Kع طول  ساوي ت طي  Kو .  ds العنصر ا

 انت فاذا𝛼  ن لة ب ش ة الم تج مع اعتبار الزمن ثابت  𝑑𝑠و  𝑉الزاو ظة زمنية أنية ( ي ):أي  

𝛬 = 𝑉 𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑑𝑠 = 𝑽 . 𝑑𝒔
طي لشع امل ا ف الت اع عر

Kالسرعة ع طول المنح 
ط داء الداخ لشعاع السرعة  شعاع العنصر ا امل ا .  يأي أنه يمثل ت

و يمثل قيمة عددية التا ف قي, و ا  حالة السوائل ا .والمثاليةقية يمكن حسا
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طي لشع امل ا ف الت اع عر
Kالسرعة ع طول المنح 

 ان المنح  مع خط  Kإذا 
ً
ون التيار، متعامدا  للكمون الثابت فت

ً
التا يمثل خطا 𝛼و تج  = 𝛬و = 0.

 ان   Kأما إذا 
ً
ون للتيار،  خطا 𝛼فت = cosو  0 𝛼 = 1

𝛬 = 𝑉 𝑑𝑠

 ون انات الثلاثية البعد ي ر 𝑽 حالة ا = 𝑽(𝑢,𝑣,𝑤)  و𝑑𝒔 = 𝑑𝒔(𝑑𝑥,𝑑𝑦,𝑑𝑧)  التا تأخذ المعادلة و
ل التاالسابقة بصيغة  :مركبات السرعة الش

𝛬 = ∫ (𝑢 𝑑𝑥 + 𝑣𝑑𝑦 + 𝑤𝑑𝑧)

 
ً
ان المعت كمونيا ر ان ا امل فإن  Փأي يملك كمون سرعة , فإذا  لا جدالعلاقة السابقة يصبح ت تج إذ ا س :ي

𝛬 =
𝜕Փ

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕Փ

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕Փ

𝜕𝑧
𝑑𝑧) = 𝑑Փ = Փ − Փ = ∆Փ

ولان  وم ا "منح مفتوح"مف
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طي لشع امل ا ف الت اع عر
Kالسرعة ع طول المنح 

𝛬 =
𝜕Փ

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕Փ

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕Փ

𝜕𝑧
𝑑𝑧) = 𝑑Փ = Փ − Փ = ∆Փ

  ع أنه ذا  انات الكمونية و ر طي للسرعة ع طول المنححالة ا امل ا ون الت ن  K ي الواصل ب

ن ن Bو A النقطت ن النقطت ات ن قيم كمون السرعة   ا للفرق ب . مساو

 ع فإذا ن  Փان التا ال المعت, وحيد التعي ل نقطة من ا لا تتعلق  𝛬ة فإن قيم, أي له قيمة واحدة  

ل المنح  ن , Kش ن النقطت ق الواصلة ب . B.و Aأي بالطر
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ولان ع طول المنح ف ا  عر
Cالمغلق 

𝑉
𝛼

𝑉 cos 𝛼

𝐵
𝑑𝑠 𝐶

 وم طي للسرعة نصل ا مف امل ا وم الت ولانمن مف طي للسرعة.  Γ ا امل ا عرف بأنه الت ع طول  و

.  Cمنحن مغلق 

عكس دوران عقارب الساعة مع إختيار اتجاه موجب للالتفاف يؤخذ عادة 

Γ = 𝑉 cos 𝛼 𝑑𝑠 = 𝑽. 𝑑𝒔

Γ = 𝑢𝑑𝑥 + 𝑣𝑑𝑦 + 𝑤𝑑𝑧

Γ = 𝑑Փ = Փ → − Փ = ∆Փ(𝐶)
( )

Փ∆حيث  𝐶  فرق الكمون عندما نلف المنح𝐶  دورة
عود  ,  Aفتنطبق ع النقطة  Bاملة و

 باه انات الكمونية مع الان ر ذه العلاقة  حالة ا تج من  :ي

ولان  وم ا "مغلقمنح "مف
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ولان ع طول المنح ف ا  عر
Cالمغلق 

𝑉
𝛼

𝑉 cos 𝛼

𝐵
𝑑𝑠 𝐶

 ع ان التا ساوي الصفر Փفإذا  سبة لأي منحن مغلق  ولان بال ون قيمة ا ن فت .  وحيد التعي

 ان تمثل ذا ر ة من حقل ا ابطع ان المنطقة المعت . ساحة وحيدة ال

 انت تمثل أما ابطاذا  وم  ساحة متعددة ال مان " يمف ع , Riemann" سطوح ر ان التا متعدد القيم  نقطة  Փو
ولان قيمة تختلف عن الصفر , بمع يقفز من قيمة لأخرى , معينة أو غ مستمر ون ل في

ولان ع ط ي فإن ا ان كمو ا جر سود  مجموع ابط  ول أي  ساحة وحيدة ال

ساوي الصفر منحن مغلق 

سبة يجة ا نصل وعليه .مغلق تيار خط أو مغلق منحن لأي بال امة الن : التالية ال

يجة ذه ن الن ن مباشرة علاقة ناك أن بوضوح تب ولان الدوران ب  نحصري لا الذي ,وا

فه انات عر ر   يت كما . فقط المثالية با
ً
انات ناك أن أيضا  من خالية كمونية جر

ولان ا ينعدم لا وأخرى  ا ولان ف  .ا
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ان مثا منت ولان  جر ظمحساب ا

𝑎

𝑑

𝑏

𝑐𝐶

𝑙

𝛼

𝑈

 ا للمحور انا مثاليا منتظما مواز ل مستطيل  adcbaنختار المنح المغلق . Uسرعته  xعت أولا جر ش

ما  ل م ان خطوط التيار وطول  امل ,  𝑙ضلعان منه يواز موع الت ة  ولان مساو ون قيمة ا فت

طي ع طول أضلاع المستطيل :ا

Γ = 𝛬 𝑎𝑏 + 𝛬 𝑏𝑐 + 𝛬 𝑐𝑑 + 𝛬 𝑑𝑎

 

 

= 𝑙𝑈 + 0 − 𝑙𝑈 + 0 =>  𝛤 = 0

 نختار الآن المنح المغلق المثلacba  طي للسرعة مع ملاحظة امل ا أنونجري الت

 𝑐𝑎 = 𝑚 = 𝑙/ cos 𝛼  . تج :أيضا في

Γ = 𝑙𝑈 + 0 − 𝑚. 𝑈 cos 𝛼 =>  𝛤 = 0

سبة لأي منحن مغلق ولان بال ي المنتظم ينعدم ا ا ان الا ر ع كمون و. وعليه فانه  ا تج ان تا

ن ان وحيد التعي ر ذا ا .السرعة ل

ولان ي -حساب ا مثال ثا
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𝑎

𝑑

𝑏

𝑐

𝑙

𝑈

ℎ
𝑢 = 𝑈

𝑦

ℎ

𝑦

ة ان حقيقي فوق صفيحة مستو ولان  جر  حساب ا

من الص 
ً
ة ونفرض أن السرعة تتغ خطيا ان فوق صفيحة مستو ر فر وح قيمة عت ا

عد  Uمعينة  . من الصفيحة hع 
 ل مستطيل فاذا ش ولان ع طول منحن مغلق  نا ا ولة أن adcbaحس س نجد 

Γ = −𝑙𝑈 ≠ 0

 وتختلف قيمةΓ  نا منحنيا مغلقا مثلثيا مثل   acbaإذا اخ

 ت لسائل حقيقيوتت وئ ان  س إلا جر يجة إذا تذكرنا أن مثالنا ل و , ذه الن التا ف و

ي .دورا
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 ناسب طردا مع نصف القطر ان سرعته ت ولان  جر سم الص(حساب ا )لباعصار ا

𝑎

𝑑𝐴 𝑏

𝑐

𝑑

𝑟

𝑟
𝜔

𝑑𝜑

0

𝑈 = 𝜔. 𝑟

 ة حول المركز انا خطوط تياره حزمة من الدوائر المركز .  0عت جر

 يطية نفرض 𝑢أولا أن السرعة ا = 𝑟𝜔  ناسب طردا مع نصف القطرت

 ة ثابتة كما سرعة زاو ل يدور كجسم صلب  ان السائل ك وعمودي ع  0حول محور يمر من  𝜔لو 

. مستوٍ 

 سبة للمنح المغلق ولان بال ما  adcbaنحسب ا ن نصفا قطر دد بدائرت 𝑟ا 𝑟 , ن ن قطر خط و

ة  𝑑𝜑يحصران الزاو

ولة س :فإذا لاحظنا ان السرعة باتجاه نصف القطر معدومة نجد 

Γ = 𝑢 𝑟 𝑑𝜑 − 𝑢 𝑟 𝑑𝜑 = ω 𝑟 −  𝑟  𝑑𝜑

دد بالمنح المغلق نجد نا مساحة القطاع الدائري ا :فاذا حس

𝑑𝐴 = 𝑟𝑑𝜑 𝑑𝑟 = 𝑟 − 𝑟  
𝑑𝜑

2

ولان ثالثمثال  -حساب ا
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 ناسب طردا مع نصف القطر ان سرعته ت ولان  جر سم الص(حساب ا )لباعصار ا

𝑎

𝑑𝐴 𝑏

𝑐

𝑑

𝑟

𝑟
𝜔

𝑑𝜑

0

𝑈 = 𝜔. 𝑟

 ولان التا يصبح ا :و

Γ = 2𝜔𝑑𝐴

ل قطاع دائري آخر ا ع  عميم يجة يمكن  ان متنا الصغر, ذه الن .ح لو 

ل ج ة الثابتة ل ساوي ا ضعف قيمة جداء السرعة الزاو ولان  التا فإن ا زيء سائل و

د بالمنح المغلق ذا المنح,  السطح ا .وتتغ قيمته حسب اختيار 
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 ناسب عكسا مع نصف القطر ان سرعته ت ولان  جر ي(حساب ا )اعصار كمو

 وحيث أن𝜔 ≡ ω ≠ ئات السائل تق 0 افة جز ون حسب المعادلة السابقة  وم فت
ةفعلا بحركة دورانية بنفس السرعة  .  الزاو

 ان يطلق ر ذا ا سم الصلب أو الإعصار القسري ع  .اسم إعصار ا

ناسب عكسا مع نصف القطر يطية ت 𝑢: نفرض الآن للمقارنة أن السرعة ا = 𝐶/𝑟

 ولان ع طول المنح المغلق نا ا الة السابقة , adcbaفإذا حس تج, كما  ا :ي

Γ = 𝑢 𝑟 𝑑𝜑 − 𝑢 𝑟 𝑑𝜑 = 𝐶 − 𝐶

 ل منحن مغلق آخر مثل سبة ل يحة بال يجة تبقى  طة ان لا  �́�𝑑�́�𝑏�́�ذه الن شر

.  0يحتوي المركز

𝑎

𝑑𝐴 𝑏

𝑐

𝑑

𝑟

𝑟

𝜔

𝜑

0

𝑈 =
𝐶

𝑟

𝑟

Γ

𝑐 ́𝑑 

𝑏 𝑎 ́

ولان عمثال  -حساب ا را
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 ناسب عكسا مع نصف القطر ان سرعته ت ولان  جر ي(حساب ا )اعصار كمو

 ا سبة لأية دائرة دائرة نصف قطر ولان بال تج قيمة ا ):خط تيار(0حول  𝑟بالمقابل ت

Γ = 2𝜋𝑟. 𝑢 = 2𝜋𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

ولان له قيمة ثابتة لا تتعلق بنصف القطرأي  ي للثابت , ان ا يا تو بذلك المع الف .𝐶و

 وعندما𝑟 → 𝑢تصبح  0 → يائيا  المركز , ∞ ان غ معقول ف ر التا فإن ا الذي يمثل  0و
ا  نقطة شاذة ييوجد ف ,   إعصار كمو

 ور يمثل ي الامتداد  0المار من  𝑧ا ا ة خيط إعصار لا  ساوي Vortex intensityشدته الإعصار

Γ.

يط الاعصاري يحرض حوله حقلا للسرعة ذا ا قال ان  قل المغناط الذي ي, و حرضه تيمنا با

ي ا ر .سلك ناقل للتيار الك

𝑎

𝑑𝐴 𝑏

𝑐

𝑑

𝑟

𝑟

𝜔

𝜑

0

𝑈 =
𝐶

𝑟

𝑟

Γ

𝑐 ́𝑑 

𝑏 𝑎 ́
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 ناسب عكسا مع نصف القطر ان سرعته ت ولان  جر ي(حساب ا )اعصار كمو

 دير ي حول المركز يملك كمون سرعة وا ان الكمو ر نا ان ا باه  Փبالان = 𝐶𝜑 = 𝜑 

تج منه أن السرعة المماسية  𝑢يحقق العلاقة السابقة وت =
Փ

=
Փ

=

تج املة ع محيط دائرة ي عد دورة  نا فرق الكمون  :فاذا حس

∆Փ = Փ 𝜑 + 2𝜋 − Փ 𝜑 = 2𝜋𝐶 = 𝛤

املة ل دورة  عد  ولان الثابت  التا فان قيمة كمون السرعة تزداد بمقدار قيمة ا . و

 ع ذا ل ت, متعددة القيم Փع أن التا س ابط  اضيا ساحة متعددة ال ان يمثل ر ر ا وحقل ا صور
نا وجود نواة للاعصار حول المركز  ة تدور  0اذا اعت ذات قطر محدود ومن مادة أخرى صلبة أو غاز

ة معينة .سرعة زاو

𝑎

𝑑𝐴 𝑏

𝑐

𝑑

𝑟

𝑟

𝜔

𝜑

0

𝑈 =
𝐶

𝑟

𝑟

Γ

𝑐 ́𝑑 

𝑏 𝑎 ́

ة الإعصار خط الإعصار  وأنبو
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ف خط الاعصار واستخراج معادلته التفاضلية عر

x0

y

z

𝑑𝑠𝜔

𝜔

𝜔

𝜔

3

2

1

سب من بع الأ ركة تفاصيل لت 𝝎(𝜔 الاعصار شعاع حقل اعتبار الدورانية ا ,𝜔 ,𝜔 ) 

نه التماثل من والاستفادة ن ب   . 𝑽(𝑢,𝑣,𝑤) السرعة شعاع حقل و

أن فكما 𝑽 ان  سائ جزيء سرعة يمثل ن م ن وزمن مع زيء دوران 𝝎 يمثل كذلك ,مع   ا
ن وزمن معينة نقطة   . مع

ن المطلقة القيمة وتحسب ن من للشعاع ن علاقت متماثلت

 صول قل عن ند تصور  ع ل وم ندخل 𝝎 الشعا ا Vortex الإعصار خط مف
line وم مماثلا عرفه التيار خط لمف   ليهع المماس يكون  الذي السائ المنحب و

ة السرعة شعاع ع منه نقطة ل  منطبقا معينة زمنية ظة  الزاو
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ف خط الاعصار واستخراج معادلته التفاضلية عر

x0

y

z

𝑑𝑠𝜔

𝜔

𝜔

𝜔

3

2

1

ن لقد سب من أنه تب بع الأ ركة تفاصيل لت  ارالاعص شعاع حقل اعتبار الدورانية ا

𝝎(𝜔 ,𝜔 ,𝜔 نه التماثل من والاستفادة ( ن ب   . 𝑽(𝑢,𝑣,𝑤) السرعة شعاع حقل و

أن فكما 𝑽 ان  سائ جزيء سرعة يمثل ن م ن وزمن مع زيء دوران 𝝎 يمثل كذلك ,مع   ا
ن وزمن معينة نقطة   . مع

ن المطلقة القيمة وتحسب ن من للشعاع ن علاقت متماثلت

 صول قل عن ند تصور  ع ل وم ندخل 𝝎 الشعا ا Vortex الإعصار خط مف
line وم مماثلا عرفه التيار خط لمف   ليهع المماس يكون  الذي السائ المنحب و

ة السرعة شعاع ع منه نقطة ل  منطبقا معينة زمنية ظة  الزاو

تج : التفاضلية معادلته وت

𝝎 × 𝑑𝒔 = 0           →
𝑑𝑥

𝜔
=

𝑑𝑦

𝜔
=

𝑑𝑧

𝜔

ندسية الصفات أن ذا من يت   التيار خط ا يتصف ال تلك تماما شبه الاعصار ط ال

له غ أو تحرك ولو ح , أنه  للأول  الاساسية الصفة ولكن . ونا يبقى ,ش  نفس من م

ئات ز .السائلية ا

ة الإعصار  خط الإعصار وأنبو
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ة إعصار إنبو

Γ

Γ

𝜔

𝜔

𝐴

𝐴

𝐶

𝐶 وم من ولة الآن نصل الإعصار خط مف وم س ة لمف Vortex الإعصار أنبو tube.

الفجوات من خال أي ,مستمر إعصاري  حقل  أخذنا إذا,  
ً
  منحنيا

ً
  مغلقا

ً
ا  المارة الاعصار مجموع فإن 𝐶 صغ

ل المنح ذا نقاط من   ش
ً
يا سطحا ة عليه يطلق أنبو   ,الإعصار أنبو

ه الذي السائل ع يطلق Vortex الاعصار خيط تحتو filament. 

قودنا ساؤل  المنوال ذا ع التفك و  التيار ( ا التدفق ولغزارة الاستمرار لشرط ان إذا فيما لل

سبة )ا ة بال ما ما التيار لأنبو سبة يماثل ة بال  .الاعصار لإنبو

 ون لة الإجابة ت   𝜔 , 𝜔 ,𝜔 الاعصار شعاع مركبات اشتقينا إذا س
ً
ئا سبة التوا وع جز ,x ل بال y,z 

موع وأخذنا :لوجدنا ا
𝜕𝜔

𝜕𝑥
+

𝜕𝜔

𝜕𝑦
+

𝜕𝜔

𝜕𝑧
= 𝑑𝑖𝑣 𝝎 = 0

ان غ قابل للانضغاط ر شبه تماما معادلة الاستمرار  .ذه العلاقة 
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ة إعصار إنبو

Γ

Γ

𝜔

𝜔

𝐴

𝐴

𝐶

𝐶 2 ان لاحظنا فاذا𝜔 = 𝑟𝑜𝑡 𝑽 ة العلاقة تأخذ :الشعاعية الصياغة الأخ

𝑑𝑖𝑣 rot 𝑽 = 𝑑𝑖𝑣 2𝝎 = 0

 ة المقطع بحيث يمكن اعتبار شعاع السر ة اعصار صغ ة غزارة التدفق الإعصار أو شدة الاعصار لأنبو عة الزاو

ة  مساحة المقطع الناظ ع محور الأنب ساوي ا ضعف جداء السرعة الزاو ةموزعا عليه بانتظام  وتبقى , و

ة أي  ا ثابتة ع طول الأنبو :قيم

𝑄 = 2𝜔 𝐴 = 2𝜔 𝐴 = 2 ω 𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;  𝛚||𝑨

 ل الناظم عليه مع الشعاع ش سبة لأي سطح اعتباطي  تج شدة الاعصار بال ة  𝛚وت :بالتماثل مع العلاقة  𝛼زاو

𝑄 = 2 𝜔 𝐴 cos 𝛼 = 2 𝜔 𝐴 = 2 𝜔 𝐴 = 2𝛚. 𝑨

𝑨 حيث = 𝒏 𝐴 السط الشعاع , 𝒏 عليه الناظم واحدة شعاع.

سبة الأمر ان كما ,يق ذا الاستمرار شرط إن ان السرعة حقل  التيار طوط بال  بأن ,ضغاطللان قابل غ ر

ون  ان يمكن لا السائل داخل  الإعصار خطوط ا ت   . اية أو بداية ل

ون  ان يمكن لكن ت أن أو , مغلقة منحنيات ت ملة حدود عند ت يائية ا رة أو دةا السطوح مثل ,المفتوحة الف  ا

.للسائل

ولان والدوران ن ا ام -العلاقة ب قانون ستوكس الت
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z

x

B
𝑑𝑦

E D

C

𝑑𝑧

𝑉𝑊 𝑊
+

𝜕
𝑊 𝜕
𝑦

𝑑
𝑦

𝑉 +
𝜕𝑉

𝜕𝑧
𝑑𝑧

y0

𝑑Γ

الاعصار شعاع حقل ان نفرض 𝜔 ان ر   المعت ل
ً
ةز  سرعة يملك فيه سائ جزيء ل أن أي ,مستمرا   .او

ولة ل سطحيا جزئيا أولا عت وللس B مستطيل ش C D E عاده ,dy أ dz, ون  أن ان من مقتطعا ي  جر

ل انظر zy للمستوي  مواز مستو :الش

ولان إن ط طول  ع ا د BEDCB المغلق ا زيء ا تج السط ل وع ي امل كمج طي للت  ع ةللسرع ا

: المستطيل أضلاع طول 

𝑑𝛤 = 𝛬 𝐵𝐶 + 𝛬 𝐶𝐷 + 𝛬 𝐷𝐸 + 𝛬 𝐸𝐵

أن نفرض v, w النقطة  السرعة مركبتا B,.  ون DC  𝑤 الضلع طول  ع السرعة مركبة فت + 𝑑𝑦 

DE  𝑣 الضلع طول  وع + 𝑑𝑧 تج :بالتا و

𝑑𝛤 = 𝑣𝑑𝑦 + 𝑤 +
𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑑𝑦 𝑑𝑧 − 𝑣 +

𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝑑𝑧 𝑑𝑦 − 𝑤𝑑𝑧

ولان والدور  ن ا ولان حول محيط جزيء سط مستطيل لاستخراج العلاقة ب انحساب ا
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ولان والدور  ن ا ولان حول محيط جزيء سط مستطيل لاستخراج العلاقة ب انحساب ا

z

x

B
𝑑𝑦

E D

C

𝑑𝑧

𝑉𝑊 𝑊
+

𝜕
𝑊 𝜕
𝑦

𝑑
𝑦

𝑉 +
𝜕𝑉

𝜕𝑧
𝑑𝑧

y0

𝑑Γ

عد باه الاصلاح و زيء مساحة أن والان 𝑑𝐴 السط ا = 𝑑𝑦𝑑𝑧 , الدليل حيث x زيء أن ا ش  ا

ور  مع متعامد السط :نجد , x ا

𝑑𝛤 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝑑𝐴

𝜕𝑤

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= 2𝜔

التا :السابقة العلاقة تصبح و

𝑑𝛤 = 2𝜔 𝑑𝐴

قة بنفس ن ع نحصل الطر ن علاقت ت سبة مشا ن  سط زيء بال :z وy مع المتعامدين yx و zx المستو

𝑑𝛤 = 2𝜔 𝑑𝐴

𝑑𝛤 = 2𝜔 𝑑𝐴

ولان والدوران ن ا ام -العلاقة ب قانون ستوكس الت

Page 22 – د م سعيد شق

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
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ولان والدور  ن ا ولان حول محيط جزيء سط مستطيل لاستخراج العلاقة ب انحساب ا

z

x

B
𝑑𝑦

E D

C

𝑑𝑧

𝑉𝑊 𝑊
+

𝜕
𝑊 𝜕
𝑦

𝑑
𝑦

𝑉 +
𝜕𝑉

𝜕𝑧
𝑑𝑧

y0

𝑑Γ

يجة ذه ا يمكن الن ة السرعة شعاع مع 𝒏 عليه الناظم يصنع 𝑑𝐴 مستو سط جزيء أي ع عميم  الزاو

𝜔 ة تج حيث 𝛼 زاو ولان ي زيء ذا محيط طول  ع ا :ا

𝑑𝛤 = 2𝜔 𝑑𝐴 = 2𝜔𝑑𝐴 = 2𝜔𝑑𝐴𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 2𝝎. 𝑑𝑨

ة العلاقات من الايمن الطرف ان تذكرنا فاذا ة السرعة وأن الاعصار شدة يمثل الاخ  عن ع الزاو

زيء دوران ون  ا ن العلاقة ا توصلنا قد فن ولان ب سبة والدوران ا صغ ستوٍ م سط زيء بال

 ( حول محيط جزيء سط مستو صغ ولان ا
ً
الذي  ساوي شدة الاعصار) مستطيل مثلا

زيء السط  ذا ا ق  𝑄: يخ ≡ 𝛤

 سبة لأي سطح مستو يحة بال يجة تبقى  حده المنح  𝐴ذه الن ل إعتباطي و Cذي ش
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ولان حول ع طول منحن مغلق  ا  Cحساب ا ليحد سطحا مستو اعتباطي الش

𝐶
كب عدد ا والأفقية الشاقولية المستقيمات من محددة بمجموعة السطح ذا قسمنا فاذا n من 

ة المستطيلات ا فإن , الصغ ارجية أضلاع ل C المنح مع المتلاقية ا  أضلاعه عدد أضلاع متعدد ش

m.  

ولان حساب عند لاحظنا فاذا ة المستطيلات محيط حول  ا امل ,الداخلية الصغ  لسرعةل خطي كت

ا طول  ع ع ضلع ل أن ,أضلاع ن تا ن لمستطيل ن نباتجا حوله الالتفاف يتم متجاور  فان ,متعاكس

امل طي الت افة ا ولان قيمة وتبقى ينعدم للمستطيلات الداخلية الاضلاع ل  موع ةمساو ا

املات طية الت ارجية الأضلاع طول  ع ا  .الاضلاع محيط حول  أي للمستطيلات ا

المستطيلات عدد جعلنا فاذا 𝑛 → 𝑚 فإن ∞ → أخذ أيضا ∞ ل الاضلاع متعدد و  C المنح ش

التا تج و امل من ي : بالت

𝛤 = 2 𝜔 𝑑𝐴

ولان والدوران ن ا ام -العلاقة ب قانون ستوكس الت
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ام ولان ع طول منحن مغلق فرا  واستخراج قانون ستوكس الت حساب ا

الة الآن لنعا   فنعت العامة ا
ً
  سطحا

ً
ل ,عليق بدون  C مغلق منحن ع يرتكز A إعتباطيا فراغيا  الش

ليكن dA ا سطحيا جزئيا التا ,A من صغ ا اعتباره يمكن و .قةالساب العلاقة عليه تنطبق مستو

الناظم ان نفرض n ع dAارتية الاحداثيات محاور  مع يصنع ,x الدي y, z الزوايا 𝛼,β,γ ,  ون :فت

𝑑𝐴 = 𝑑𝐴 cos 𝛼

𝑑𝐴 = 𝑑𝐴 cos 𝛽

𝑑𝐴 = 𝑑𝐴 cos 𝛾

مساقط dA ات ع ,x مع المتعامدة المستو y, z التوا ع.

 تج ولان و سبة ا ولانات كمجموع dA للسطح بال .مساقطه حول  ل

 التا استخدام و داء علاقات و : العددي الشعا ا

𝑑𝛤 = 𝑑𝛤 + 𝑑𝛤 + 𝑑𝛤 == 2(𝜔 𝑑𝐴 + 𝜔 𝑑𝐴 + 𝜔 𝑑𝐴 )

= 2(𝜔 cos 𝛼 + 𝜔 cos 𝛽 + 𝜔 cos 𝛾)𝑑𝐴 = 2𝝎. 𝒏 𝑑𝑨 = 2𝝎. 𝑑𝑨

y
x

z

0

𝑛𝜔

𝑑𝑠

𝑑𝐴 𝐴

𝜔

𝐶
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2 : أدخلنا فاذا𝝎 = 𝒓𝒐𝒕 𝑽 , ولان تج , وا امل ي :السابقة العلاقة بت

𝛤 = 𝑽. 𝑑𝒔 = 𝑟𝑜𝑡 𝑽. 𝑑𝑨 = 2 𝝎. 𝑑𝑨

ي البعد ضمن سطح فرا اعت ان ثلا ر سبة  امل السط لدوار شعاع السرعة بال ل الت باطي الش
ة امل السط لشعاع السرعة الزاو ق , ساوي ضعف الت ذا  أي مجموع شدة الاعصارات ال تخ

ولان ع طول المنح الذي يرتكز عليه السطح , السطح ساوي قيمة ا التا  و

 ـــــو ـــاـمــــذا  ـ ــــام لإرجـــــاع ال قــــانون ســـــتوكس الت قـــــل كقـــــانون ت ــــة ا ـــــ نظر امـــــل المعــــروف  ت

امل خطي ولان والدوران . السط ا ت ن ا نا عن العلاقة العامة ب ع  :و

ام ولان ع طول منحن مغلق فرا  واستخراج قانون ستوكس الت حساب ا

y
x

z

0

𝑛𝜔

𝑑𝑠

𝑑𝐴 𝐴

𝜔

𝐶
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ام ولان ع طول منحن مغلق فرا  واستخراج قانون ستوكس الت حساب ا

y
x

z

0

𝑛𝜔

𝑑𝑠

𝑑𝐴 𝐴

𝜔

𝐶

 ذا القانون بمركبات شعاع السرعة نا عن  فاذا ع

𝛤 = 𝑢 𝑑𝑥 + 𝑣 𝑑𝑦 + 𝑤 𝑑𝑧

=
𝜕𝑤

𝜕𝑦
−

𝜕𝑦

𝜕𝑧
 𝑑𝑦 𝑑𝑧 +

𝜕𝑢

𝜕𝑧
−

𝜕𝑤

𝜕𝑥
 𝑑𝑧 𝑑𝑥 +

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 𝑑𝑥 𝑑𝑦

تج القانون  ذا من ولة ست انات حالة  أنه س ر 𝜔 ندماع أي ) الكمونية ( اللادورانية ا

= ون  0 ولان ي 𝛤 ا = 0.

لو شرط صياغة أيضا يمكن وعليه وران من ا   التا ا

ولان ع طول أي من ون ا ابط يق بأن ي ان وحيد ال قل جر لو من الدوران  حنٍ مغلق شرط ا

 ) لا يتقاطع مع نفسه ( 
ً
:معدوما

𝛤 = 𝑽. 𝑑𝒔

( )

= 𝒈𝒓𝒂𝒅 Փ. 𝑑𝒔

( )

= 𝑑Փ

( )

= 0
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س اك ومتجا انا لسائل عديم الإحت ون بمع أن الكثافة إما أن , عت جر :ت
  سائل غ قابل للانضغاط( ثابتة (
 ي ( تتعلق بالضغط فقط أو ) .  Barotropicسائل باروترو

 مية زن للقدرة) الكتلية( نفرض أيضا ان القوى ا ا جزئيا من, المؤثرة ع السائل من النوع ا التا يمكن اشتقاق .   Փكمون قوى  و

 ذه الفرضيات استطاع وليم طومسون امة عن أن ع اساس  ن علاقة  ولان مع الزمن ي :قانون طومسون معروفة باسم ثبات ا

س يؤثر  اك ومتجا و  سائل عديم الاحت ي ي مية كمو ولان عليه حقل قوى  ن ا

 مع الزمن 
ً
𝛤ع طول أي منحن سائ مغلق ثابتا t = const

ط أن بما فا السائ ا ون  أن يجب عر ئات نفس من مؤلفا ي ز ون  بأن يق طومسون  قانون  فان السائلية ا سبة ولانل المادي التفاضل ي  للزمن بال

 
ً
 أي ,معدوما

𝐷𝛤

𝐷𝑡
=

𝐷

𝐷𝑡
𝑽. 𝑑𝒔
 

 

= 0
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تاجات عدة باستخلاص سمح طومسون  قانون  إن   :امة است

ركة بدء قبل السائل ان فإذا1. ون  حالة  ا ون  )V=0( س ولان في سبة ا   بالتأكيد مغلق سائ خط لأي بال
ً
ا بق .الصفر مساو  إذن ىو

سبة معدوما افة بال ئات ل ا تبدأ ال السائل جز ون  من حرك ذا .الس ان ل أن ستوكس قانون  حسب ع و اكالا  عديم جر  يبدأ حت

ون  من حركته ان و الس ي جر   .الاعاص من خال كمو

م الا يجب ولكن2. ون  أن يمكن لا أنه ذا من يف انات ذه مثل  أعاص تت ر ا أن إلا . ا و ون  ت  كما أو صلةفا سطوح بوجود دائما مر

ة عدم سطوح أيضا س Discontinuity استمرار surface ا يتم ء غ ع ا عدم وتتصف والضغط للسرعة مفا  وحالسط ذه .استقرر

شأ ركة بدء عد ت التا ا ا ينطبق لا و   .طومسون  قانون  عل

سبة يحا يبقى ولكنه3. لزم ,الفاصلة السطوح ذه مثل داخله  يضم مغلق سائ خط لأي بال ا و ون  ان عند ولا  ي  للاعاص الك نا

لة ش ال  الم ذا .معدوما المغلق ا ر لا ل نما إفرادية أعاص عادة تظ .أعاص أزواج و
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ولان حول جناح حامل يبدأ حركته م ل ا ش ن ي
ركة ور إعصار بدء ا يجة ظ ون ن الس

𝐶

−Γ

+Γ𝐶𝐶

يجة ذه لنو امة الن ركة بدء مثال ع ال  ,اكنس سائل  حامل ناح ا

ل   . التا الش

ولان إن ط حول  ا ناح يضم الذي C المغلق السائ ا و ا ون  حالة  و   الس

 .الصفر ساوي  ) آخر خط أي أو (

ركة بدء عد شأ ا سم مؤخرة عند ي ادة ا يجة فاصل سطح ا  التيار تلا ن

ن للسائل والسف العلوي  ن سرعت  يتفكك صلالفا السطح ذا .عادة مختلفت

ة ظة عد ركة بدء اعصار  س ما ا قص  ا

نا فاذا ط اعت تج الاعصار ذا يضم الذي 𝐶 المغلق ا ولان قيمة لدينا ت   ل

+ 𝛤 ≠ 0 .  

ذا نا و ولان حس ط طول  ع ا امل بالنجاح يحيط الذي 𝐶 المغلق ا  نجد ا

ركة بدء إعصار شدة ساوي  القيمة حيث من أنه . شارةبالا  له مخالف ولكنه ا

ون  وعليه ولان ي سبة ا ن موع بال ط ن ا  𝐶 ,𝐶 المغلق
 
ً
ذا .معدوما ولان شوء أن يؤكد و  هحركت يبدأ حامل جناح حول  ا

ون  من ناقض لا الس .طومسون  قانون  مع ي

ولان مع الزمن قانون طومسون عن ثبات ا
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ة عن ركة لاسطوانة دائر وٌن إعصار بدء ا د ت
ون  الاقلاع من الس

ة النتائج السابقة ة تؤكد بوضوح  ان بوسائل ترئ. التجر ان فبالإم ر ية ا
ر  ركةتصو . أعاص بدء ا

  ل ن الش سبة يب ةبال ة الاعص. لاسطوانة دائر  رؤ
ً
ي كما يمكن أيضا ولا ار ا

ركة ظة من بدء ا عد  امل إذا أوقف فجأة  ناح ا ل م, حول ا ش ا حيث ي

اعصار التوقفس 

دير باه ا ا ع اشتق ال للفرضيات وفقا ,طومسون  قانون  أن بالان  لا ,أساس

انات حالة  ينطبق ر قيقية ا  غ السوائل حالة  ينطبق لا كما .ا

سة  ,المتجا

قة ولكن ولان الزم التغ بحساب سمح السابقة التحليل طر سبةب ل  لكتلة ال

ا ارتفعت مثلا واء رارة درجة ف ل ا ساوٍ  غ ش يجة ,م .موض ن ن

ولان مع الزمن قانون طومسون عن ثبات ا
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امل ناح ا ة أوقف ا ة قص ي . عد الاقلاع بف ولا ) توقفاعصار ال( الاعصار ا

ركة سبح مع اعصار بدء ا ناح  عد انفصاله عن ا
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ة  ركة الإعصار س ل ول لم ن  قوان
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س استخرج لقد ول ورة دراسته  لم ن الذكر الآنفة المش ركة الاساسية القوان ة ل س المثالية السوائل  الاعصار ية ( ةالمتجا اضعة )الباروترو  ا

ي مية قوى  قل ا كمو ل وصاغ :التا بالش

ون  ان يمكن لا : الأول  القانون  الة ذه  يكن لم إذا دوران حالة  سائ جزيء ي ركة بدء منذ ا .ا

ي القانون  ون  سائ جزيء ل : الثا عا ما ظة  ي له غ أو ارالاعص خط يتحرك عندما كذلك يبقى فإنه إعصار ط تا   ش

ة طول  ع ثابتة تبقى الاعصاري  التدفق غزارة : الثالث القانون  ا ع وتحافظ الاعصار انبو ة ةحرك أثناء قيم .الانبو

تجدر الاشارة ا ان 
س قد اشت ول ق لم
ن ع  ذه القوان
ن  أساس التماثل ب

راط قل الك  ا

ان  ر وحقل ا

ي ان لا دورا و جر ون  اك يبدأ حركته من الس ان عديم الاحت ل جر

ة إعصار ة الاعصار تبقى باستمرار انبو ا لا تتفكك , أنبو قيقية لا ينطبق( أي ا !)ذلك  طبعا  السوائل ا

ة يحيط مغلق خط ل أن ة بالأنبو ة ذه طول  ع إزاحته يمكن الاعصار ولان يتغ ان دون  الانبو  ان يمكن لا ذاول .حوله ا

ون  نما , اية أو بداية الإعصار يط ي ت أن يجب و دار ع إما ي ر السطح ع أو ا   ,للسائل ا

ما ل أن و ا خيطا ش ن عض عند أحيانا نلاحظه خاتميا إعصار ن المدخن ئات الدخان يلوّن  حيث ,البارع  تقوم ال واءال جز

ون  .دورانية بحركة لقة ذه و ة ا ة عد تتفكك الإعصار اك لتأث عود ف .الاحت
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س قانون  إن ول ة  اما عمليا تطبيقا يجد الثالث لم ناح نظر امل ا دود ا ا ال الإمتداد ا   .براندل وضع

ناح إن امل ا وط الإعصار س إعصاري  بخيط عنه عوض ا Fixed المر Vortex نما ون  ب يه من المنبعثة الاعصار خطوط ت  يم ما اي

ران الاعصاران Free ا Vortex.  

ذان وط الإعصار مع شكلان و عصار المر ركة بدء و   ا
ً
ناح خلف عيدا امل ا صان حدوة اعصار  س ما ا  .,المغلق ا

وائية الأقنية بناء  امل تطبيقا أيضا يجد القانون  ذا يدروديناميكية الايروديناميكية للقياسات والمائية ال ون  أن طلبي حيث ,وال ان ي ر   ا

ان قدر الدوران من وخاليا منتظما القياس رة تم .الإم و .القياس رةب المتصلة النفاثة مدخل  التيار مقوم س ما بوضع ذلك تحقيق و  و

ا ما أو متصالبة صفائح من يتألف وّن  شا ة أقنية ت ة متواز ا ( المقطع صغ سط ال شبك شبه أ  دوران حالة  وائية لةكت وجدت فإذا .!)الغر

ان لاتجاه مواز محور  حول  ر ا فان ,ا ة سرع سبة المقطع صغر إذا مرة n بمعدل تزداد الزاو ة الشدة لأن ,n/1 ب Γ الإعصار = 2ω𝐴 تبقى 

إعتبار . ثابتة سبة ينقص التيار خط ع عرضانيا القطر ان و تج   ب ادة ذلك من ي سبة rω !)المشوشة ( العرضانية السرعة ز نما  𝑛 ب  ب

سبة التيار اتجاه  السرعة تزداد .n ب

رضة ا السرعة ا ة قوة الرفع , ل خيط إعصاري يولد  جواره المباشر سرعة إضافية يطلق عل اما  نظر المؤثرة ع جناح  Liftوتلعب دورا 

ان  شة آلة جر حامل أو ر

رضة-قانون بيو ساب حقل السرعة ا سافار 
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 اك عت سائلا عديم ة إفرادية الاحت عض مناطقه خيوط إعصار ق  يوط فقط. تخ ذه ا عة ل ئات السائل التا ون جز 𝜔,  حالة دوران  فت

≠ 0 , 
ً
ان لا دورانيا ر ون با حقل ا نما ي ).  خا من الأعاص( ب

 اور لندرس ل غ محدد ع محيطه ا ن الشدة الإ , التأث الذي يحدثه وجود خيط اعصاري ذي ش سأل بالضبط عن العلاقة ب ة و ( عصار

ولان رضة منه) ا يط وحقل السرعة ا ذا ا .ل

ذا السؤال  ال, إن الإجابة ع 
س  ول لم ا لأول مرة  أعطا

ل إذا اعتمدنا, وستوكس   س
قل  ن ا ع التماثل ب

ي  ودينامي الالك
ي يدرودينامي قت الذي سب, وال

صورة خاصة , الاشارة اليه و
ل من  تماثل القيم التالية ل

ن  قل :ا
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ي الامتداد ا ان ضمن دارة مغلقة أو لا  اء إلا اذا  ر ة غ محد, وكما أنه لا يوجد سلك ناقل للك ودة أو كذلك لا توجد سوى خطوط اعصار

انيك السوائل المطبقة  حل العديد م. مغلقة عت الاساس لعدد من طرق مي ي  ودينامي دير بالذكر ان التماثل الالك ان وا ر ن سائل ا

تلفة .العملية ا

اء بإسم ر رض حوله معروفة  أسس الك قل المغناط ا ن ا ي  سلك ناقل و ا ر ن شدة التيار الك سبة سافار –بيو  إن العلاقة ب
ن  رضة من خيط إعصاري . Savartو J.B.Biotللعالم ساب السرعة ا ذا القانون  ستخدم نفس  .و طبي ع أساس ما تقدم أن 

رضة-قانون بيو ساب حقل السرعة ا سافار 
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 ي الامتداد يمر فيه تيار شدته ثابتة ا سيطة جدا لسلك ناقل مستقيم لا  الة ال ا .  𝐼نأخذ ا نا دائرة نصف قطر ا السلك  𝑟فاذا اعت ق يخ
ا قل المغناط , عموديا  مركز ون شدة ا ذه الدائرة ثابتة وكذلك  𝐻فت 𝑐𝑜𝑠𝛼ع طول محيط  = 1

I = 2πrH               →   H =
I

2πr

ق مستوي عموديا  المركز يط إعصاري مستقيم يخ سبة  ا بال نا السرعة ا. ذه العلاقة تماثل العلاقة ال حصلنا عل 𝑉يطية فاذا اعت ≡ 𝑢  السرعة

تج  رضة ي :ا

Γ = 2𝜋𝑟𝑉              →   𝑉 =
Γ

2𝜋𝑟
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ساب  استخراج قانون بيو سافار 
رضة من خيط اعصاري  السرعة ا

𝑑𝑠

𝐶

Γ

Γ

𝛼

𝑑𝑉

𝐵

𝑟

 ا ة  Cعت الآن خيطا إعصار ع الاعصار له بدون تحديد وشد ,  عنصرا خطيا منه dsليكن , Γش

ا محور  r ,αمسافة  dsنقطة ما تبعد عن  Bولتكن  ة ال يصنع .   rمع نصف القطر  dsالزاو

 ا إن زئية ال يحرض :سافار بالعلاقة -تتحدد حسب قانون بيو B النقطة  dsالسرعة ا

𝑑𝑉 =
Γ

4𝜋𝑟
sin 𝛼 𝑑𝑠

𝑑𝑉 ل من ش ون متعامدة مع المستوي الم .𝑑𝑠و  𝑟ت

امل خط إعصاري مستو رضة من ت ذه العلاقة نحصل ع السرعة ا املة  م :و

𝑉 =
Γ

4𝜋

sin 𝛼

𝑟
𝑑𝑠 =

Γ

4𝜋

sin 𝛼

𝑟
𝑑𝑠
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ساب  استخراج قانون بيو سافار 
رضة من خيط اعصاري  السرعة ا

𝑑𝑠

𝐶

Γ

Γ

𝛼

𝑑𝑉

𝐵

𝑟

اية امل إما مغلقا أو ممتدا ا اللا ون خط الت ا ا. حيث يجب ان ي ون ف الة العامة ال ي يط العصاري و ا

ل شعا  ش .  يمثل منحنيا فراغيا فيفضل ان تكتب العلاقة السابقة 

 داء الشعا فاذا 𝑟 𝑠𝑖𝑛𝛼 𝑑𝑠وضعنا بموجب علاقات ا = 𝒓 × 𝑑𝒔  رضة :نجد السرعة ا

𝑽 =
Γ

4𝜋

𝒓 × 𝑑𝒔

𝑟

 

 

ن  𝒓حيث  ي ب ا ة  𝑑𝒔يمثل شعاع نصف القطر الم ل مركبات باتجاه محاور الاحداثيات . Bوالنقطة المعت ش أو 

ارتية  :x, y ,zالدي

 𝑢 =
𝛤

4𝜋

𝑦 − �́� 𝑑�́� − 𝑧 − �́� 𝑑�́�

𝑥 − �́� + 𝑦 − �́� + 𝑧 − �́� ⁄

 

 

 𝑣 =
𝛤

4𝜋

𝑧 − �́� 𝑑�́� − 𝑥 − �́� 𝑑�́�

𝑥 − �́� + 𝑦 − �́� + 𝑧 − �́� ⁄

 

 

 𝑧 =
𝛤

4𝜋

𝑥 − �́� 𝑑�́� − 𝑦 − �́� 𝑑�́�

𝑥 − �́� + 𝑦 − �́� + 𝑧 − �́� ⁄

 

 

إحداثيات  x,y,z, إحداثيات النقطة المتحولة  �́�  ,�́�  ,�́�حيث 

ا رضة ف .النقطة الثابتة ال يراد حساب السرعة ا
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ساب  استخراج قانون بيو سافار 
رضة ممن خيط اعصاري  السرعة ا

Γ

𝛼

𝐶

𝑟 

𝐵

𝐷

𝛼 𝛼

𝑑𝑠

𝑟

𝑟 
ℎ𝑑𝛼

 ة محدودة الطول قيقة خيوط إعصار يد ع كما سبق التأك, بالرغم من انه لا توجد  ا

 
ً
ل خط مغلق يمكن اعتباره مؤلفا من مج, ذلك مرارا موعة إلا أنه إنطلاقا من التصور أن 

ا , قطع مستقيمة  ا قطعة طول د الآن أن نحسب السرعة ال تحرض من خيط  𝐷𝐶نر

.  Bإعصاري مستقيم  النقطة الثابتة 

الاسئلة + وظيفة 
250-249-248ص
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